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张 量 积 空间 中 框架 的 一 种 新 构造 


段 东 东 ， WWE, 马 小 燕 ， 吴 文 海 
(西安 电力 高 等 专科 学 校 基础 教学 部 ， 西 安 710032) 
摘 要 : 因为 非 张 量 积 且 较 实用 的 高 维 小 波 基 不 多 见 ， 常 常用 低 维 的 小 波 基 作 张 量 积 来 构造 高 维 小 波 基 。 
本 文中 ， 我 们 利用 算 子 论 的 方法 ， 研 究 了 两 个 Hilbert 空间 中 的 框架 张 量 以 及 张 量 积 空间 中 框架 
的 关系 。 将 高 维 空间 中 的 框架 表示 可 以 转化 为 低 维 室 间 中 的 框架 张 量 ， 同 时 也 可 以 把 高 维 空间 中 
的 向 量 用 低 维 空间 的 框架 张 量 来 表示 。 
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1 引言 


框架 的 概念 早 在 1952 年 由 Duffin 和 Schaefer 在 研究 非 调和 Fourier 分 析 中 提出 目 。 研 究 框架 
有 着 非常 重要 的 现实 意义 ， 现 在 这 一 理论 已 经 成 为 小 波 分 析 的 重要 组 成 部 分 ， 是 研究 小 波 分 析 
的 一 个 主要 工具 ， 并 且 被 运用 到 了 数学 、 自 然 科 学 及 工程 学 等 领域 ， 它 广泛 应 用 于 信和 号 处 理 、 
图 像 处 理 、 数 据 压 缩 、 采 样 理论 、 数 学 领域 本 身 的 许多 学 科 等 23 。 算 子 理论 与 框架 理论 的 结 
合 又 使 框架 研究 向 前 推动 了 一 步 ， 从 而 开辟 了 框架 研究 的 新 方向 站 。 

小 波 分 析 中 的 框架 通常 是 指 由 Hilbert 空间 中 的 满足 某 种 特性 的 一 列 向 量 组 成 的 集合 。 即 空 
闻 中 的 任何 元 素 都 可 以 用 框架 来 “表示 ”， 从 这 个 意义 上 看 ， 框 架 是 正规 正 交 基 的 一 般 推广 。 
但 框架 的 研究 还 需 进 一 步 的 深入 ， 比 如 就 向 量 小 波 来 说 ， 经 典 的 小 波 理论 以 空间 中 的 小 波 与 信 
号 作 内 积 而 定义 的 小 波 变换 为 基础 ， 我 们 称 其 数量 积 小 波 理论 。 但 随 着 应 用 的 深入 ， 它 表现 出 
ERE: 对 信和 号 整体 作 内 积 ， 可 能 会 使 信号 一 开始 就 被 磨 光 而 平滑 掉 某 些 重要 信息 ， 减 弱 提 
取信 号 特征 和 奇异 性 的 精度 ， 而 且 多 级 小 波 分 解 会 加 剧 这 种 情况 的 发 生 ， 从 而 影响 分 析 信 号 的 
整体 效果 。 另 一 方面 ， 在 实际 中 ， 因 为 非 张 量 积 且 较 实 用 的 高 维 小 波 基 不 多 见 ， 常 常用 低 维 的 
小 波 基 作 张 量 积 来 构造 高 维 小 波 基 。 本 文 的 主要 目的 就 是 把 空间 张 量 积 和 Hilbert 空间 中 的 框 
架 理论 相 结合 ， 通 过 研究 Hilbert 空间 中 的 框架 ， 定 义 了 张 量 积 空间 中 的 框架 概念 ， 并 且 得 到 
了 一 系列 有 趣 的 结果 。 

WH, K 为 复 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 ，I 表 示 可 数 集 (将 作为 指标 集 )。12 = 22( 了 表示 满足 


条 件 . 
lesser; = ( X len?) <o 


n€lIl 


的 所 有 复数 族 (6. ser 构成 的 Hilbert 空间 ， 简 记 为 ， 其 中 内 积 定义 为 
([en]ner, {dn}ner) m 》 mitia 


nci 
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它 具 有 典型 正规 正 交 基 
[(ónxker : n € 1). 
ENX Sp) = ((falaer: fn €H, ne I. B(H,U) ERKMAA H SUP PIRE HASTESET I 
成 的 Banach 空间 。 
定义 16 f= { 户 jner E€ Sa(7)， 若 存在 正常 数 My 使 得 
Dl A) < Milsl?, vae H, 
nel 


则 称 f A H "BÜS—^Bessel&. id Bg(I) A H BJEUG UAI HIRR Besse 列 之 集 。 
XX 20 设 f = {fjrer € Sull) Eft A, B 使 得 


2 
All? € Y 5| £l x Bllzl?, vz e H, 
ncl 


则 称 了 为 互 中 的 一 个 框架 。 记 Fg(7) 为 瑟 的 所 有 以 了 I 为 指标 集 的 框架 之 集 。 
对 于 任 一 了 5S {fn}ner € Bgy(I). 定义 


Tij: HD, T;z = {(x, fn) }ner, vreH, 


显然 Tp e B(H, Ê). 
W HGK 为 Hilbert ZEB] H 5 K 的 张 量 积 中， 定义 


HOK =f Ý sr 8wz cH, yr eK] 
kel 


则 五 @ 天 在 巨 @ 天 中 是 稠密 的 ， 且 其 内 积 满足 
(Qy, z 8y’) = (x,x')ly,y), Yz, EH, wy EK. 
ET € B(H), Sc B(K)， 则 存在 唯一 的 算 子 T&S e B(H@K)， 满足 
(T&eS)zrey-Tz&9Ty vreH, yckK. 
注 1 在 以 上 内 积 定义 下 ， 规 定 范 数 如 下 定义 : ffüreyecHGK, f 
lz & vll = læ] liu. 


下 面 定 义 H&K 中 的 框架 。 
定义 3 xf = {fn}ner € Sgu(1), g-— {gn }ner € Sk(1), fog = Un ® gm}n,mer € 
Suak( xI) ETERS A, B， 使 得 


All? < V2 |f ess < Blzl?, vze HOK, 
n,mcl 
WSO g 为 H@K 中 的 框架 。 车 只 要 求 上 式 中 右边 不 等 式 成 立 ， 则 称 f @ g 为 有 H@K 中 
的 Bessel JJ. 
记 Bpak(I x I, Fyorl! x 了 表示 HS@K 中 的 所 有 以 Tx 了 指标 集 标号 的 Bessel 族 ， 框 架 
之 集 。 显 然 当 了 @g 为 H@K 中 的 框架 时 ， 必 有 


Alzew < ley fes Bleu, vreH, yek. 


n,mcl 
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对 任 一 /8@ ge Byag(I x 1), 3X 
Tros : H&K — (I x I), ze i fn Bgm)}nmer, VzeHóGK. 
TR Tros € B(HàkK,D), R jyegj| = lf & gl， 称 之 为 / eg 的 准 框架 算 子 。 因 此 Tieg 的 共 
SERT IH FGURUI. 对 任意 的 z@y e BE@K， 有 


Tfas ; PU x I) ^ HK, {(z & y, fn 8 gm) ner ad 27 (z & y, fn G Im) fn B Jm. 
n,mcl 
由 文献 1) 容易 得 到 Tw 为 下 有 界 算 子 。 
定义 4 设 /@ge Fygx(1 x 了)， 则 称 Sjgs = Tis Tra, € B(H8K) 为 框架 1 & g 的 框 
WET BR Sjo 是 H&K 的 正 的 可 着 有 界线 性 算 子 ， 且 4Iwsu < Sros < Blass. 其 
P Iyer 是 H@K 上 的 恒 等 算 子 。 


2 主要 结论 


定理 1 Wf-lih)hee Fy (7) BIIH As 和 By， 9 = {9njner € Fk(7) 的 界 为 Ag TII B,, 
Uf Sg E Fyol xI). 
证 明 因为 了 = {fnjner E Fg(7) 的 界 为 Aj 和 Bi， 所 以 有 


Arlzl? € X 7| Fl < Bilel, vae n, 


ncl 


Asl? < * lv,9n)| € Bollyl?, vye m, 
neci 


因此 ， 对 任意 的 x @y e H@K， 有 
2 KEY aB = Y le fl Hos os" = 3 Ls al F Hs os? 
n,mcl ncl 


n,mecl mel 


[^ 


Brllzll Bolly]? = ByBolz & yl}. 


另 一 方面 
Dl, 523] S7 Hy, 9m)? > ArAglia & ll. 
ncl mcl 
因此 ， f®ge Fuek(1x I). 
证 毕 
定理 2 Rfg € Fygx(I x D) EFH Ara, FH Bras. Ef = {fr}ner € ZrP(Z) 的 界 
为 Ay 和 By， 则 g = {9n jner Er(Z)。 
证 明 因为 了 = { 包 jnere Fa(1) 的 界 为 Ap 和 Bj， 所 以 有 
Arlzi? < X lw, fl < Bilal, veen. 
nci 


又 因为 1@g € Fax(7 xI) HOS Bros Ñ Ajag MA 


Aredls &yl? < 5^ [c8 hog) < Bjeslr Byl, VreH, yek. 


n,mcl 
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因此 ， 由 定理 1 的 证 明 可 得 


Y. lee» f 9). =2_ |l f) P» 


n,mcl 
所 以 ， 对 任意 的 ye K， 有 
2 Dner |(z， Fadl? 2 er ly, Im)? < Btag 2 
Yos = E 





Z Yero AP ^ A 
$ 2 _ Ener lE fa) Emer lU gm)l? 、 Areg a 

P» saene o uae ilis 
故 g = {gn}ner € Fk(1): 证 毕 


由 定理 1 和 定理 2 易 知 ， 下 述 更 一 般 的 结论 也 成 立 。 

推论 1 E f, ,了 "分别 是 Hi, Ho, , Hn BIER, WU 7... f* Æ Hilbert 空间 92, H; 
的 框架 。 

推论 2 nf, ey fee f^ Ad AE Hi, Ha, Hi1, Hizi, ,已 ,的 框架 ， 
并 且 @? f^ X Hilbert 空间 @nziH 的 框架 ， 则 f* Æ Hilbert 空间 H; 的 框架 

定理 3 iE TcB(H)SecB(K) Rf e Fyll), ge Fg) WT, 9 都 是 满 射 算 子 的 充分 
必要 条 件 是 (T@ 5S)(f 8 g) = Ty 8 S E€ Fygk(1 x 了)， 且 T 85 也 为 满 射 算 子 。 

证 明 充分 性 。 设 T, 5 都 是 满 射 算 子 。 因 为 fe Fyll), WTI € Fall) RENE Sg eE 
Fk(1)。 由 定理 1 可 知 ，(T&@5S)(f8g) = Tj@Sg € Fpggx(1TXxT1)。 所 以 ， 由 文献 1] 知 T@S 也 
为 满 射 算 子 。 

必要 性 。 设 (T&@®5)(f 8@g) =T; 8 S; € Fpgk(1 x I)e AA f € Fyll), g e Fk(1)， 应 用 
定理 2 的 结果 得 Tf € Fp(1)，Sg € Fke(I). BET, S 都 是 满 射 算 子 。 证 毕 

在 文献 (1] 中 我 们 知道 框架 与 算 子 之 间 的 关系 是 一 一 对 应 的 ，Bessel 列 是 有 界 算 子 作用 在 正 
规 正 交 基 上 得 到 的 ， 框 架 是 满 射 算 子 作用 在 正规 正 交 基 上 得 到 的 ， 通 过 定理 3 的 证 明 发 现 ， 空 
间 张 量 积 中 的 框架 张 量 积 与 算 子 张 量 积 也 存在 着 一 一 对 应 关系 ， 因 此 得 到 了 下 面 的 引 理 。 

引 理 1 Hı, Ho Æ Hilbert Z, JU) {pijer 5 {biher 2298029 Hi, Ho 的 正规 正 交 基 的 充 
分 必要 条 件 为 (o; @ oi ier 是 Hi 8 Hs 的 正规 正 交 基 。 

定理 4 Wf € Fu(I) g € Fk(I), ER HH: BUESUEA {pi 8 pilier Wf ege 
Fyer x 了) 的 充分 必要 条 件 是 存在 T, S 都 是 满 射 算 子 且 使 得 对 任意 的 i € DL Hf = 
Tyi, gi = Si 

证 明 必要 性 。 设 18ge Fpgk(1 xI) WES E Fp(7) 及 定理 2 可 得 g e Fx(1)， 再 由 文 

RIE FETO S 都 是 满 射 算 子 且 使 得 对 任意 的 1 e TI， 有 f= Twpi, gi = S9i。 

充分 性 。 设 存在 T, 5S 都 是 满 射 算 子 且 使 得 对 任意 的 i € D, fi = Tei gi = Shi 
Jg € Fg(1)， 又 因为 fe Fg(1)， 因 此 由 定理 1 可 得 ,，f @g € Fyak(I x I). WEE 
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A New Construction of Frames in the Tensor Product Space 
DUAN Dong-dong, YAO Zhen-yu, MA Xiao-yan, WU Wen-hai 


(Department of Basic Courses, Xi'an Electric Power College, Xi'an 710032) 


Abstract: In the wavelet analysis, we rarely see non-tensor product and high-dimensional wavelet 
bases, we always construct high-dimensional wavelet base by using low-dimensional ones. In this paper, 
it is studied that the relations between tensor product of frames in two Hilbert spaces and frames in a 
tensor product space by using operator theory. We convert frames in a high-dimensional space into a 
tensor of frames in some low-dimensional spaces, and represent vectors in a high-dimensional space as 


the tensor of frames in some low-dimensional spaces. 
Keywords: wavelet base; tensor product; frame; operator 
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